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Аннотация. Внедрение инноваций затрагивает множество областей. Это производство, планирование, за-
купки, контроль запасов и бухгалтерский учет. Эффективное внедрение инноваций увеличивает доходы всех 
субъектов организации. Поэтому возникает необходимость в правильном построении математической модели 
внедрения.

Исследуется двухуровневая иерархическая система управления внедрении инноваций в организациях. В си-
стеме есть несколько субъектов управления нижнего уровня (агенты) и один субъект управления верхнего уровня 
(супервайзер). Предполагается, что все субъекты стремятся максимизировать свои выгоды. Супервайзер управ-
ляет внедрением инноваций, а агенты занимаются самим процессом внедрения. Данное исследование продолжа-
ет предыдущее, используя принцип максимума Понтрягина – метод исследования задач оптимального управле-
ния. Были проведены численные эксперименты на компьютере с процессором AMD Ryzen 5 3550H с оперативной 
памятью 8 Гб на объектно-ориентированном языке программирования C++, проанализированы результаты, где 
было использовано значение коэффициента системной согласованности, показывающего насколько необходимо 
присутствие супервайзера в системе управления и можно ли отказаться от иерархической структуры системы.

Ключевые слова: супервайзер, агент, побуждение, принцип максимума Понтрягина, коэффициент систем-
ной согласованности, метод Штакельберга.

Внедрение инноваций затрагивает множе-
ство областей, требуя перестройки сложившегося 
производства, переподготовки работников, капи-
тальных затрат. Для успешной реализации этого 
процесса необходим сложный подход, одной из 
составляющих которого является построение и 
исследование различных моделей управления. Ра-
бот, посвященных этой проблеме, недостаточно 
для выработки эффективной стратегии по вне-
дрению инноваций. 

Данная статья продолжает исследования [1–3].
Динамическая модель основана на расчетах 

работы [4], где рассматривается динамическая 
модель, в которой принципал пытается побудить 
одного агента потратить усилия на накопление пе-
ременной состояния, влияющей на благополучие 
обеих сторон.

Математическая модель. Математическая 
постановка задачи в случае побуждения. Целе-
вые функционалы (ЦФ) супервайзера и n агентов 
отражают их доходы и имеют следующий вид:

– ЦФ супервайзера (ведущего), основано на [4], 
целевой функционал (1)

T

0 s0
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y U t θ V t dt max− ( ( )) − ( ( )) → ;
∫

    	        
    – ЦФ i-го агента (ведомого), i = 1, 2… n, ос-

новано на выводах [5], целевой функционал (2)

i
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Ограничения на управления агентов и супервай-
зера при побуждении соответственно имеют вид 
(i = 1, 2… n)

                          vmin ≤ vi (t) ≤ vmax,		     (3)
                          umin ≤ ui (t) ≤ umax,		     (4)
Здесь vmin,vmax, umin, umax есть известные постоян-

ные.
Динамика системы получена на основе [4]  

и описывается уравнением
            ds(t) = [αSu + Sv – δs (t)] dt; s(0) = s0                (5)
Условия устойчивого развития системы имеют 

вид
                  s (t) ≤ smax ; smax = const.                       (6)

 (1)

 (2)
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Далее вычислим вторую производную H и подста-
вим в нее точку vi

0. Если вторая производная будет 
строго меньше нуля, то vi

0 – это точка максимума:

= − ⋅( − )⋅ < 
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Следовательно, при λ > 0, λ ≠ 1, ψ (t) > ci, l > 0 

получаем 2
i

H 0
v
∂

<
∂

. 

2. Теперь решим систему:
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Тогда при λ > 0, λ ≠ 1, l > 0: 

.

3. Теперь решим систему

0 s0

.

Решение представим в виде s(t) = C(t) . e  – δt.
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Пусть λ = 2, чтобы вычислить интеграл. Тогда
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Следовательно, в случае побуждения решается 
задача (1)–(6).

Проводится определение функций, входящих 
в выражения (1)–(6), на основе [4–8]. В результате 
необходимых преобразований целевые функцио-
налы субъектов управления представлены в сле-
дующем виде:

– ЦФ супервайзера при побуждении

    	
        – ЦФ i-го агента, i = 1, 2… N

i

i

T pt λ
i a0

i max i i i v t

J e γ s t l v t

c T v t h (v t dt max

−

( )

= ( ⋅( ( ) − ⋅ ( ) +∫

Итак, далее исследуется модель (3)–(8).

Принцип максимума Понтрягина. Это метод 
исследования задач оптимального управления [7]. 

Аналитическое исследование. Пусть в каче-
стве входных функций агентов (ведомых) исполь-
зуются:

a a
λ λ
i i

i max i i max i

γ s t γ s t ,
l v t l v t ,
c T v t c T v t ,

⋅ ( ) = ( )
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hi (vi (t))=0 – это означает, что агенты не полу-
чают поощрений от супервайзера.

Тогда целевые функционалы агентов (ведо-
мых) задаются в виде:

Ограничения управления агентов:
                           0 ≤ vi (t) ≤ Tmax.                            (10)
Отрезок времени функционирования системы
                              t ∈ [0, T].                                    (11)
Математическая модель объекта управления 

описывается системой уравнений (5).
1. Построим функцию Гамильтона H. Найдем 

точки максимума vi
*. Для этого вычислим первую 

производную функции H по управлению vi и при-
равняем ее к нулю.

(7)

(8)

(9)

(13)

(14)

(15)

(12)
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Тогда решение будет иметь следующий вид при  
l > 0: 

δt δt( ) = ⋅ + − ⋅ −1 + s t s e e( )u iα S N c
δ δ l0

0 − −⋅ ⋅ 
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При условии отрицательности второй производ-

ной 
2
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∂

 и удовлетворения условия (3), найденная 

точка является точкой максимума целевой функ-
ции i-го агента. Тогда

.
,
,

,

 (16)

Таблица 1. Тестовые значения параметров модели

Параметр γs γa c1 c2 d11 d12 d21 d22 l λ α δ

Значение 10 5 400 500 300 600 600 200 25 0,5 2 2

Размерность – – руб./час руб./час руб./час руб./час руб./час руб./час – – – –

Численное решение. Численное решение про-
водились при помощи неявного метода (метод 
Ньютона). Для определения значений параметров 
использовалась экспертная оценка. Тестовые зна-
чения параметров модели приведены в таблице 1. 

Численные эксперименты проводились в слу-
чае входных данных (табл. 1) и n = 2; Tmax = 16 ч,  
vmin = 0 ч, vmax = 16 ч, umin = 2000 руб., umax = 6000 руб., 
dij – это поощрение i-го агента супервайзером на 
j-ом отрезке функционирования системы.

Было проведено порядка 100 численных экс-
периментов, при этом варьировались величины  
γs, γa, c1, c2, d11, d12, d21, d22, l, λ, α, δ.

Входные параметры приведены в таблице 2.
Результаты экспериментов показаны в табли-

цах 3, 4. Здесь номер примера (первый столбец) 
соответствует номеру примера из таблицы 2.

Таблица 2. Входные параметры численных экспериментов

№ γs γa c1 c2 d11 d12 d21 d22 l λ α δ
1 10 5 400 500 300 600 600 200 25 1.5 2 2
2 14 5 400 500 300 600 600 200 25 0.5 2 2
3 10 5 400 0 300 600 600 200 25 0.5 2 2
4 10 5 400 500 300 600 600 200 25 0.5 3 2
5 10 5 400 500 300 600 600 200 25 0.5 2 11

Таблица 3. Результаты численных экспериментов с помощью принципа максимума Понтрягина
№ J0 (руб.) K
1 88 180 0,91
2 130 268 0,92
3 83 380 0,86
4 141 441 0,93
5 745 0,06

Таблица 4. Результаты численных экспериментов при помощи метода Штакельберга без обратной 
связи по управлению

№ J0 (руб.) K
1 88 180 0,91
2 130 268 0,92
3 83 380 0,86
4 141 441 0,93
5 745 0,06



37

1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ И МОДЕЛИ 
В ИССЛЕДОВАНИЯХ ОКРУЖАЮЩЕЙ СРЕДЫ

Анализ данных, приведенных в таблицах 3, 4, 
дает следующие результаты:

– найдено оптимальное управление для  
субъектов управления;

– выигрыши субъектов управления и коэффи-
циент системной согласованности при помощи 
метода максимума Понтрягина и игры Штакель-

берга без обратной связи по управлению в случае 
побуждения одинаковы. 

Заключение. Далее планируется рассмотреть 
динамические модели использования программно- 
аппаратного обеспечения (ПАО) при внедрении 
инноваций при помощи метода качественно- 
репрезентативных сценариев (КРС).
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Abstract: The introduction of innovations affects many areas. These are production, planning, procurement, 
inventory control and accounting. Effective implementation of innovations increases the income of all subjects of the 
organization. Therefore, there is a need for the correct construction of a mathematical model of implementation. The 
two-level hierarchical management system of innovation implementation in organizations is investigated. The system has 
several lower-level management entities (agents) and one upper-level management entity (supervisor). It is assumed that 
all actors strive to maximize their benefits.

The supervisor manages the implementation of innovations, and the agents are engaged in the implementation process 
itself. This study continues the previous one, using the Pontryagin maximum principle - this is a method for studying 
optimal control problems. Numerical experiments were conducted on a computer with an AMD Ryzen 5 3550 H processor 
with 8 GB RAM in the object-oriented C++ programming language, the results were analyzed, where the value of the 
system consistency coefficient was used, showing how necessary the presence of a supervisor in the control system is and 
whether it is possible to abandon the hierarchical structure of the system.

Keywords: supervisor, agent, motivation, Pontryagin maximum principle, system consistency coefficient, Stackelberg 
method.
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