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Аннотация. Представлены результаты исследования диффузионно-адвективной модели «хищник – жертва» 
на двумерном кольцевом ареале. Найдены условия на коэффициенты системы, приводящие к реализации ИСР 
при совместном существовании популяций жертвы и хищника. На основе вычислительного эксперимента изу-
чены отклонения стационарных распределений видов от ИСР в зависимости от малых изменений параметров 
системы.
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Исследование пространственных распределе-
ний в системах «хищник – жертва» является ак-
туальным вопросом экологии и математической 
биологии [1]. Модели на основе уравнений диф-
фузии – адвекции – реакции позволяют описать 
протекающие процессы в таких биологических 
сообществах [2]. Неоднородность среды обита-
ния приводит к появлению миграции видов и ус-
ложнению трофических взаимодействий [3], что 
ставит вопрос о поиске новых стратегий поведе-
ния взаимодействующих популяций. В работах 
[4; 5] было показано, что эволюционно устойчи-
вая стратегия в системе «хищник – жертва» может 
быть основана на идеальном свободном распреде-
лении (ИСР), понимаемом как пропорциональное 
соответствие распределения популяций функции 
ресурса. В работах [6; 11] описано построение ма-
тематических моделей «хищник – жертва» на ос-
нове уравнений диффузии – адвекции – реакции, 
обеспечивающих ИСР на одномерном неоднород-
ном ареале при многофакторном таксисе обоих 
видов.

Цель данной работы – исследовать ИСР 
в диффузионно-адвективной модели «хищник – 
жертва» на неоднородном двумерном кольцевом 
ареале.

В последнее время возросло количество пу-
бликаций, посвященных исследованиям биологи-
ческих систем на двумерных кольцевых ареалах: 
рост биопленок на медицинских трубках [7], пе-
ренос биологически активных агентов на поверх-

ности микроскопических торов [8], а также ис-
следования по распределению различных видов 
бактерий и плесени на поверхностях кондитер-
ских изделий в форме кольца.

Рассмотрим двумерный кольцевой ареал, по-
верхность которого есть тор (рис. 1) и задана па-
раметрически:

x (φ, ψ) = (R + r cos φ) cosψ,
y (φ, ψ) = (R + r cos φ) sin ψ,
z (φ,ψ) = r sin φ
φ,ψ [0,2π),

где R (большой радиус) – расстояние от оси 
вращения до центра образующей окружности,  
r (малый радиус) – радиус образующей окружно-
сти.

(1)

Рис. 1. Определение двумерного кольцевого ареала
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Неоднородность ареала задается неравномер-
ным распределением ресурса жертвы в виде вы-
ражения

px (φ, ψ) = (R + [r + p1 (φ) + p2 (ψ)] cos φ) cos ψ,
py (φ, ψ) = (R + [r + p1 (φ) + p2 (ψ)] cos φ) sin ψ,
pz (φ, ψ) = [r + p1 (φ) + p2 (ψ)] sinφ, 
φ, ψ ∈ [0,2π),

где функции p1(φ), p2(ψ) характеризуют изменение 
ресурса вдоль образующей окружности и вдоль 
окружности, получающейся при вращении боль-
шого радиуса R соответственно.

p1 (φ) = A1 + B1 cos (C1 φ + θ1),
p2 (ψ) = A2 + B2 cos (C2 ψ + θ2),
φ, ψ ∈ [0,2π), θ1, θ2∈ [0, π),

здесь Ai,Bi,Ci – константы (i = 1, 2), а θi – начальные 
фазы колебаний.

Отметим, что тор есть поверхность вращения, 
которая является неразвертывающейся. Однако 
условно, пренебрегая кривизной и не беря в рас-
чет силу тяжести, мы можем считать, что такой 
разверткой на плоскость является прямоугольник 
φr × ψR, края которого при изгибе по окружности 
вдоль большей и меньшей сторон и совмещении 
крайних точек, как раз и дают тор.

Рассмотрим на двумерном кольцевом ареале 
модель «хищник – жертва», описываемую систе-
мой уравнений диффузии – адвекции – реакции:

1 1 1

2
2 2
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где u(φ,ψ) и v(φ,ψ) – плотности популяций жертвы 
и хищника соответственно, p (φ, ψ) – ресурс жерт-
вы, q1, q2 – миграционные потоки, определяемые 
выражением

q1 = –k1 𝛻u + u (α1𝛻Q11 + α2𝛻Q12 ),
q2 = –k2 𝛻v + vβ1𝛻Q21,                                 (5)

где Qij – функции направленной миграции [5; 9] 
соответствующего вида.

Система (4–5) дополняется начальными усло-
виями

u (φ, ψ, 0) = u0, v (φ, ψ, 0) = v0 (φ, ψ),      (6)
и условиями периодичности

(2)

(3)

(4)

u (φ, 0, t) = u (φ, 2πR, t), u (0, ψ, t)=u(2πr, ψ, t),
v (φ, 0, t) = v (φ, 2πR, t), v (0, ψ, t)=v(2πr, ψ, t), 
q1 (φ, 0, t) = q1 (φ, 2πR, t), q1 (0, ψ, t)=q1(2πr, ψ, t),
q1 (φ, 0, t) = q1 (φ, 2πR, t), q1 (0, ψ, t)=q1 (2πr, ψ, t),

Отметим, что коэффициенты локального вза-
имодействия видов ai, bi (i = 1,2), коэффициенты 
диффузии ki и направленной миграции αi, βi не за-
висят от координат и времени, а функция ресурса 
p (φ,ψ), определяющая неоднородность жизнен-
ных условий, является положительной.

На основе работ [5; 6; 10] в данном исследовании 
было установлено, что при выполнении условия

                    k1 = α1– α2,     k2 = β                   (8)
и логарифмическом виде функций направленной 
миграции
               Q1= lnp,    Q2= lnv,     Q3= lnu,             (9)
система (4–7) будет иметь стационарное ИСР- 
решение

Вычислительные эксперименты, описыва-
ющие пространственно-временную динамику 
диффузионно-адвективной модели «хищник –
жертва», основаны на численном решении на-
чально-краевой задачи (4–7) методом прямых 
с дискретизацией на основе смещенных сеток, ре-
ализованном в среде MATLAB.

Для иллюстрации полученного стационар-
ного распределения в сравнении с распреде-
лением ресурса будем использовать объемное 
представление, для каждой точки поверхности 
сопоставляя сумму малого радиуса тора и соот-
ветствующей величины. На рисунке 2 представ-
лен трехмерный вид установившегося решения (9)  
для следующих значений: a1 = a2 = 5, b1 = 4, b2 = 7.5, 
k1 = k2 = 0.2, α1 = 0.4, α2 = 0.2, β1 = 0.2 коэффици-
ентов системы. На срезе тора видно, что поверх-
ности, соответствующие стационарному распре-
делению жертвы и хищника, вложены внутрь 
поверхности, характеризующей ресурс жертвы. 

Для удобства анализа выбранного графиче-
ского представления, можно использовать се-
чения тора плоскостью (рис. 3, 4). Вращая пло-
скость сечения вдоль оси z, можно убедиться, 
что распределения видов сохраняют пропорцио-
нальность ресурсу, отвечая ИСР.

Анализ отклонений в распределениях видов 
от ИСР удобно проводить, рассматривая два се-

(7)

(10)
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чения тора, в местах с максимальным (первое 
сечение) и минимальным (второе сечение) зна-
чением ресурса p.

На рисунке 3 представлено изменение ИСР при 
малом (ã1 = α1– ε) отклонении коэффициента α1,  
соответствующего направленному движению 
жертвы на свой ресурс. Из графиков видно, что 
уменьшение α1, приводит к общему равномерно-
му снижению численности жертвы в первом сече-
нии, в то время как во втором сечении наблюдает-
ся небольшой прирост в местах с минимальными 
значениями численности популяции. Для хищ-
ника уменьшение коэффициента α1, приводит 
(в первом сечении) к небольшому снижению чис-
ленности его популяции в местах локальных мак-
симумов, зато во втором сечении наблюдается 

Рис. 2. Распределение ресурса p (внешняя поверхность), жертвы u и хищника v ,  
а также соответствующие внутренние поверхности, отвечающие ИСР

значительный прирост, особенно в местах локаль-
ных минимумов.

На рисунке 4 представлено изменение ИСР при 
небольшом увеличении коэффициента β1, соответ-
ствующего направленному движению хищника на 
жертву. Хорошо видно, что прирост численности 
популяции хищника в первом сечении мал и на-
блюдается только в районах локального максиму-
ма. В то время как во втором сечении его числен-
ность снижается в районах локального минимума.

Для жертвы увеличение коэффициента β1 
приводит к уменьшению численности популяции  
в районах локального максимума в первом сече-
нии и к увеличению численности по всему пери-
метру во втором сечении, особенно в районах ло-
кальных минимумов.

Рис. 3. Отклонение (штриховая линия) от ИСР (сплошная линия) жертвы (синий) и хищ-
ника (красный) в сравнении с ресурсом (зеленый) в первом (слева) и втором (справа) 
сечении для параметра (ã1 = α1 – ε)



28

СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И МОДЕЛИРОВАНИЕ
ЭКОНОМИЧЕСКИХ И ЭКОЛОГИЧЕСКИХ СИСТЕМ. Вып. 8. 2023

Рис. 4. Отклонение (штриховая линия) от ИСР (сплошная линия) жертвы (синий) и хищника (красный) в сравнении с ресур-
сом (зеленый) в первом (слева) и втором (справа) сечении для параметра ( β 1 = β1+ ε) 

Необходимо отметить, что поведение систе-
мы при малых вариациях параметров на двумер-
ном ареале не так очевидно, как в одномерном 
случае [5], и требует тщательного анализа, осо-
бенно при малом изменении сразу нескольких 
коэффициентов.

Выводы. В работе рассмотрена диффузион-
но-адвективная модель «хищник – жертва» на 
двумерном кольцевом ареале с периодическими 
условиями. Система характеризуется неоднород-

ным распределением ресурса жертвы и много-
факторным таксисом обоих видов. Предложены 
трофические функции и условия на параметры 
системы, при которых имеется ненулевое стацио-
нарное аналитическое решение, соответствующее 
ИСР. Проведены численные исследования стацио- 
нарных решений. Представленная визуализация 
распределения плотностей популяций хищника 
и жертвы позволяет оценить влияние различных 
параметров модели на отклонение от ИСР.
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